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1. INTRODUCTION
Pour tout couple x, y d'indeterminees la formule classique deÂ Â
Chu]Vandermonde enonceÂ
ny y x xŽ . Ž .n kk ns y1 ,Ž .Ý ž /ky yŽ . Ž .n kks0
Ž .ou on note x le coefficient hypergeometrique classique defini parÁ Â Â Ân
Ž . Ž . Ž . Ž .x s 1 et pour n ) 0, x s x x q 1 ??? x q n y 1 . Le but de cet0 n
article est d'etudier le developpement en serie formelle de cette expres-Â Â Â
Ž .sion, c'est a dire d'expliciter les coefficients c n dans la formuleÁ i j
n ‘ iy y x xŽ . n s c n .Ž .Ý Ý i j iqjy yŽ . n is0 js0
Ce probleme semble n'avoir jamais ete traite auparavant dans la littera-Á Â Â Â Â
ture. Notre approche repose sur l'introduction de deux notions combina-
toires entierement nouvelles. Ces deux notions remarquablement simples,Á
que nous presentons aux Sections 2 et 3, fournissent l'outil essentiel de cetÂ
w xarticle. Nous les etudierons ailleurs de maniere plus approfondie 2, 3 .Â Á
Â Â Â2. COEFFICIENT BINOMIAL GENERALISE
Le cadre general de ce travail est la theorie classique des partitions,Â Â Â
wpour laquelle nous renvoyons le lecteur au livre de Macdonald 5, Chap. 1,
xSect. 1 . Une partition l est une suite decroissante finie d'entiers positifs.Â
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On dit que le nombre n d'entiers non nuls est la longueur de l. On note
Ž . Ž . < < nl s l , . . . , l et n s l l . On dit que l s Ý l est le poids de l, et1 n is1 i
Ž .  4pour tout entier i G 1 que m l s card j: l s i est la multiplicite de iÂi j
dans l. On pose
z s im iŽl.m l !.Ž .Łl i
iG1
X X  4On note l la partition conjuguee de l, definie par l s card j: l G i .Â Â i j
Ž . Ž . 4On identifie l a son diagramme de Ferrers i, j : 1 F i F l l , 1 F j F lÁ i
X Ž . Ž . 4 net l au diagramme i, j : j, i g l . On note 1 la partition-colonne
Ž . Ž .1, . . . , 1 de longueur n et n la partition conjuguee de longueur 1.Â
w xLe Chapitre 1 de 5 presente plusieurs generalisations du coefficientÂ Â Â
binomial classique, obtenues dans le cadre de la theorie des partitionsÂ
Ž .voir les Exemples 1.3.1, 1.3.4, et 1.3.10 . La generalisation que nousÂ Â
presentons maintenant est apparemment nouvelle.Â
l² :DEFINITION. Soient l une partition et r un entier G 0. On note leÂ r
nombre de facËons dont on peut choisir r points dans le diagramme de l de
telle sorte que au moins un point soit choisi sur chaque ligne de l.
On a evidemmentÂ
l < <s 0, si r - l l ou si r ) l .Ž .¦ ;r
De meme il est clair queÃ
l s 1,¦ ;< <l
l
< <s l y m l ,Ž .1¦ ;< <l y 1
l s l .Ł i¦ ;l lŽ . iG1
Plus generalement on a immediatementÂ Â Â
Ž .l l lil s ,ÝŁ¦ ;r pž /iis1p
Ž .ou la somme est prise sur tous les multi-entiers p s p , . . . , p , avecÁ 1 lŽl.
lŽl. l² :Ý p s r et p / 0 pour tout i. En d'autres termes, les quantitesÂis1 i i r
possedent la fonction generatrice suivante:Á Â Â
Ž .l l
ll r ix s 1 q x y 1 .Ž .Ý Ł¦ ;r is1rG0
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 4Soit X s X , X , X , . . . une famille infinie d'indeterminees indepen-Â Â Â1 2 3
dantes. Pour tous entiers j, k G 0 on note
m¦ ;k m Ž m .iP X s X .Ž . Ý Łjk iž /z iG1m< <m sj
On observera que
Ž .}la sommation est en fait limitee aux partitions m telles que l m F k.Â
Ž .P X est ainsi un polynome de degre k,Ã Âjk
Ž .}on a P X s 0 pour tout k ) j.jk
Ž .On pose par convention P X s 1.00
Nous laissons au lecteur le soin de verifier qu'on aÂ
P X s X j G 1 ,Ž . Ž .j1 j
1 1P X s j y 1 X q X X j G 2 ,Ž . Ž . Ž .Ýj2 j j j2 2 1 2
j qj sj1 2
1 1P X s j y 1 j y 2 X q j y 1 X XŽ . Ž . Ž . Ž .Ýj3 j 1 j j6 2 1 2
j qj sj1 2
1q X X X j G 3 .Ž .Ý j j j6 1 2 3
j qj qj sj1 2 3
Dans ces expressions les entiers j sont toujours choisis strictementk
positifs.
Â Â3. GENERALISATION DES SOMMES DE PUISSANCES
Dans toute la suite de cet article, on fixe desormais un nombre reelÂ Â
positif a . Pour toute partition l et tout entier k G 0, on note
k1
d l s j y 1 y i y 1 .Ž . Ž .Ýk ž /aŽ .i , j gl
Ž .En effectuant la sommation ligne par ligne, on voit facilement que d lk
est un polynome inhomogene de degre k q 1 en les variables l , 1 F i FÃ Á Â i
Ž .4 Ž .l l , et un polynome de degre k en 1ra sauf si l est de longueur 1 .Ã Â
Ž .Cette definition generalise les sommes de puissances des n y 1 pre-Â Â Â
miers entiers, definies parÂ
n
kd n s d n s j y 1 .Ž . Ž . Ž .Ž . Ýk k
js1
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On a facilement
< <d l s l ,Ž .0
1
Xd l s n l y n l ,Ž . Ž . Ž .1 a
avec
l Ž .X l li l jn l s s i y 1 l .Ž . Ž .Ý Ý iž /2js1 is1
Pour tous entiers j, k G 0 on pose
F l s P d l , d l , d l , . . .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .jk jk 1 2 3
m¦ ;k Ž .m mis d l .Ž .Ý Ł iž /z iG1m< <m sj
Comme precedemment la sommation est limitee aux partitions m tellesÂ Â Â
Ž . Ž .que l m F k, et on a F l s 0 pour tout k ) j. On a par conventionjk
Ž .F l s 1.00
Pour tout couple l, m de partitions on pose
Ž .l m
Ž .m mid l s d l s d l .Ž . Ž . Ž .Ł Łm m ii
is1 iG1
Ž . Ž .Lorsque m s 0 il n'y aura aucun risque de confusion entre d l s 1 etŽ0.
Ž . < <d l s l . On a ainsi0
m¦ ;k
F l s d l .Ž . Ž .Ýjk mzm< <m sj
Ž .Dans le cas d'une partition-ligne n on simplifie les notations en
Ž . Ž . ŽŽ .. ŽŽ ..ecrivant F n et d n pour F n et d n . Ces quantites sont alorsÂ Âjk m jk m
independantes de a .Â
Â Â4. UNE PROPRIETE REMARQUABLE
Soient x une indeterminee et n un entier G 1. On note desormaisÂ Â Â
x s x x q 1 ??? x q n y 1 ,Ž . Ž . Ž .n
w xx s x x y 1 ??? x y n q 1Ž . Ž .n
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les coefficients hypergeometriques ``ascendant'' et ``descendant'' clas-Â Â
siques. On pose
w xx nx s .ž /n n!
Les nombres de Stirling de premiere espece sont definis par la fonctionÁ Á Â
generatriceÂ Â
n
kw xx s s n , k x .Ž .Ýn
ks0
Ž .On voit que s n, k est ainsi egal a la fonction symetrique elementaireÂ Á Â Â Â
Ž . Ž .d'ordre n y k de y1, y2, . . . , yn q 1. Le signe de s n, k est donc
Ž .nyky1 , et on a
n
kx s s n , k x .Ž . Ž .Ýn
ks0
Nous avons conjecture le resultat suivant des 1992. Il a ete demontre enÂ Â Á Â Â Â Â
w x1994 par Di Bucchianico et Loeb 1 au moyen d'une fonction generatrice.Â Â
w xIndependamment Rodica Simion 6 a donne depuis une preuve purementÂ Â
combinatoire.
THEOREME 1. Pour tous entiers n, r, k on aÂ Á
m¦ ;rn y 1 s r , k s r ! .Ž . Ýž /r y 1 zm< <m sn
Ž .l m sk
Preu¤e. Nous donnons la preuve de Rodica Simion. La relation aÁ
demontrer s'ecritÂ Â
m¦ ;n y 1 !Ž . rn s r , k s n! .Ž . Ýž /r r y 1 ! zŽ . m< <m sn
Ž .l m sk
Nous allons voir que chaque membre de cette relation compte les
Ž .couples p , R , ou R est un ensemble de r elements, et p une permuta-Á Â Â
tion de n elements ayant k cycles, dont chaque cycle contienne au moinsÂ Â
un element de R.Â Â
Rappelons qu'a toute permutation p est associee une partition m quiÁ Â
w x Ž .est le ``type cyclique'' 5, Chap. 1, Sect. 7, p. 60 de p : m , m , m , . . . est1 2 3
la suite decroissante formee des ordres des cycles de p . Si p est uneÂ Â
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permutation de n elements ayant k cycles, la partition m est de poids n etÂ Â
de longueur k.
Au membre de droite nous comptons d'abord les permutations de n
m² :elements ayant k cycles. Il y a n!rz permutations de type m, puisÂ Â m r
facËons de construire l'ensemble R.
nŽ .Au membre de gauche nous fixons d'abord l'ensemble R: il y a r
< Ž . <facËons de le choisir. Puis s r, k facËons de choisir une permutation des r
elements de R ayant k cycles. Pour construire une permutation de nÂ Â
elements ayant k cycles, et dont chaque cycle contienne au moins unÂ Â
element de R, il reste n y r elements a inserer un par un dans ces kÂ Â Â Â Á Â
Ž . Ž .cycles. On voit facilement qu'il y a r r q 1 ??? n y 1 facËons de le faire.
On a deux cas-limites interessants. D'abord pour r s n on retrouve leÂ
Žw x w x.resultat bien connu suivant 4, Corollaire 3.3.13 ; 5, Exercice 1.2.11 :Â
n!
s n , k s ,Ž . Ý zm< <m sn
Ž .l m sk
qui denombre les permutations de n elements ayant k cycles.Â Â Â
D'autre part pour r s k on retrouve la relation
k!n y 1 s ,Ýž /k y 1 Ł m m !Ž .i i< <m sn
Ž .l m sk
Ž . Ž .qui denombre les multi-entiers ``compositions'' a s a , . . . , a , deÂ 1 k
longueur k et de poids n.
Le Theoreme 1 possede la formulation equivalente suivante, obtenue enÂ Á Á Â
k Ž Ž .k .multipliant chaque membre par X resp. yX et en sommant sur
Ž .k s l m .
THEOREME 1X. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, r on aÂ Á Â Â
m¦ ;rn y 1 X q r y 1 lŽ m .s X ,Ýž /ž / rr y 1 zm< <m sn
m¦ ;rŽ .n y 1 ry l mX lŽ m .s y1 X .Ž .Ýž /ž / rr y 1 zm< <m sn
Dans chacune de ces relations, la sommation du membre de droite est
Ž .en fait limitee aux partitions m telles que l m F r. Pour r s n onÂ
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w x Žretrouve les relations donnees au Chap. 1, Sect. 2 de 5 en combinant laÂ
Ž X. .relation 2.14 et l'Exemple 1 .
Nous posons le probleme d'obtenir des q-analogues du Theoreme 1.Á Â Á
5. FORMULE DE CHU]VANDERMONDE
Nous formulons la conjecture suivante qui explicite le developpement enÂ
serie formelle de la formule classique de Chu]Vandermonde.Â
CONJECTURE 1. Soient x et y deux indeterminees. Pour tout entier n G 0Â Â
on a
Ž .i min i , jn ‘ w xy y x x n y jŽ . n iykiqjs y1 F n .Ž . Ž .Ý Ý Ý jkiqj ž /y i y k !yŽ . Ž .n is0 js0 ks0
Nous pouvons formuler une conjecture beaucoup plus generale. PourÂ Â
cela soit x une indeterminee. Pour toute partition l nous generalisons lesÂ Â Â Â
coefficients hypergeometriques ``ascendant'' et ``descendant'' en posantÂ Â
1
x s x y i y 1 q j y 1 ,Ž . Ž .Łl ž /aŽ .i , j gl
1
w xx s x q i y 1 y j q 1 .Ž .Łl ž /aŽ .i , j gl
La Conjecture 1 est alors un cas particulier evident de laÂ
CONJECTURE 2. Soient x et y deux indeterminees. Pour toute partition lÂ Â
on a
Ž .i< < min i , jl ‘ < <w xy y x x l y jŽ . l iykiqjs y1 F lŽ . Ž .Ý Ý Ý jkiqj ž /y i y k !yŽ . Ž .l is0 js0 ks0
ou de maniere equi¤alenteÁ Â
Ž .i< < min i , jl ‘ < <w x w xx q y x l y jl iyks F l .Ž .Ý Ý Ý jkiqj ž /w xy i y k !y Ž .l is0 js0 ks0
< <l y jw < < x Ž . Ž .Nous ecrivons l y j r i y k ! et non pour eviter une confu-Â Âiyk i y k
< <sion, car l'entier l y j n'est pas necessairement positif. Comme nous leÂ
verrons ulterieurement, nous avons verifie ce developpement en serieÂ Â Â Â Â
formelle pour l arbitraire, j G 0 arbitraire, et i F 5.
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Ž .A partir de la definition de x on a immediatementÂ Âl
lŽ .l l iy y x xŽ . l s exp log 1 yÝ Ý ž /ž /y y q j y 1 y i y 1 raŽ . Ž .l is1 js1
yklk Ž .l l ix i y 1Ž .
s exp y y q j y 1 yÝ Ý Ý ž /ž /k až /kG1 is1 js1
ou la seconde egalite resulte du developpement en serieÁ Â Â Â Â Â
uk
log 1 y u s y .Ž . Ý kkG1
De meme le developpement binomialÃ Â
kŽ . rryk r1 q u s y1 uŽ . Ž .Ý r !rG0
implique
ky y x 1 x 1 kŽ . Ž .l rrq1s exp y1Ž .Ý Ý rž /žy k y y r !Ž . l kG1 rG0
rlŽ .l l i i y 1
= j y 1 yÝ Ý ž /ž / /ais1 js1
k1 x 1 kŽ . rrq1s exp y1 d l .Ž . Ž .Ý Ý rrž /ž /k y y r !kG1 rG0
Ž .On a ainsi fait apparaõtre les quantites d l , avec r G 0. Finalement onÃ Â r
obtient
ky y x 1 x 1 kŽ . Ž .l rrq1s exp y1 d lŽ . Ž .Ł Ý rrž /ž /y k y y r !Ž . kG1l rG0
m kk1 1 x 1 kŽ . rrq1s y1 d lŽ . Ž .Ł Ý Ý rrž /ž /m ! k y y r !kG1 km G0 rG0k
Ž .Ž . m ml m< < kmx y1 1 kŽ . Ž . rrs y1 d l .Ž . Ž .Ý Ł Ý rrž / ž /y z y r !kG1mm rG0
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Posons u s y1ry. La Conjecture 2 est alors equivalente a la conjectureÂ Á
suivante, regardee comme une egalite de series formelles.Â Â Â Â
CONJECTURE 3. Soit u une indeterminee. Pour toute partition l et toutÂ Â
entier n G 1 on a
Ž .Ž . m mnyl m ky1 kŽ . Ž . rru d lŽ .Ý Ł Ý rž /z r !kG1m< < rG0m sn
Ž .min n , j d l y jŽ .0 nykjs u F l .Ž .Ý Ý jkž /n y k !Ž .jG0 ks0
On peut obtenir une conjecture plus generale en supposant que laÂ Â
Ž .Conjecture 3 ne depend pas de la definition des quantites d l etÂ Â Â r
demeure vraie si celles-ci sont remplacees par des indeterminees indepen-Â Â Â Â
dantes.
 4CONJECTURE 4. Soient u, X , et X s X , X , X , . . . une famille in-0 1 2 3
finie d'indeterminees independantes. Pour tout entier n G 1 on aÂ Â Â
Ž .Ž . m mnyl m ky1 kŽ . Ž . rru XÝ Ł Ý rž /z r !kG1m< < rG0m sn
Ž .min n , j X y j0js u P X .Ž .Ý Ý jkž /ž /n y kjG0 ks0
Nous avons verifie cette conjecture pour n F 5. Elle est trivialementÂ Â
verifiee pour n s 1. Pour n s 2 elle s'ecritÂ Â Â
2
1 1r rX q u X y X q u r q 1 XŽ .Ý Ý0 r 0 r2 2ž / ž /
rG1 rG1
X0 js q u X y j X q P X .Ž . Ž .Ý 0 j j2ž /2 jG1
Soit encore
2
1 1j ju X s u P X y j y 1 X .Ž . Ž .Ž .Ý Ýj j2 j2 2ž /
jG1 jG1
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Ce qui est equivalent a la relation suivante, donnee a la Section 2:Â Á Â
1 1P X s j y 1 X q X X .Ž . Ž . Ýj2 j k k2 2 1 2
k qk sj1 2
De meme la Conjecture 4 pour n s 3 s'ecritÃ Â
31 1
r r rX q u X y X q u r q 1 X X q u XŽ .Ý Ý Ý0 r 0 r 0 rž / ž / ž /6 2rG1 rG1 rG1
1 r q 1 r q 2Ž . Ž .
rq X q u XÝ0 rž /3 2rG1
X0 js q u P X q X y j P XŽ . Ž . Ž .Ý j3 0 j2žž /3 jG1
X y j X y j y 1Ž . Ž .0 0q X .j /2
Le lecteur pourra la verifier facilement a l'aide des expressions donnees aÂ Á Â
la Section 2 pour P et P .j2 j3
Revenons au cas general de la Conjecture 4, avec n fixe arbitraire. DuÂ Â Â
developpement multinomial classiqueÂ
m k m ! 1k bm yÝ b rk r G 1 rX q a X s X a X ,Ž .Ý Ý Ł0 r r 0 r rž / m y Ý b ! b !Ž . rG1k r G1 r rrG1 b
 4ou la sommation a lieu sur les multi-entiers b s b , r G 1 , on deduitÁ Âr
immediatementÂ
Ž .m mkkŽ . rru XŁ Ý rž /r !kG1 rG0
m m !Ž . Žk .k m Ž m .yÝ bk r G 1 rs XŁ Ý 0Žk .m m y Ý b !Ž .ž Ž .kG1 Žk . k r G1 rb
b Žk .r1 kŽ . rr= u X .Ł rŽk . ž /r !b ! /rG1 r
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On peut donc ecrireÂ
Ž .m mkkŽ . rr j n m Žn .ru X s u c X X ,Ž .Ł Ý Ý Ý Łr m , j 0 rž /ž /r !kG1 rG1rG0 jG0 < <n sj
ou l'on a poseÁ Â
m m !Ž . Žk .kn m Ž m .yÝ bk r G 1 rc X s XŽ . Ý Łm , j 0 0Žk .m m y Ý b !Ž .Ž .kG1 k r G1 rSn
b Žk .r1 kŽ . r
= .Ł Žk . ž /r !b !rG1 r
< <Ici j est un entier G 0, n une partition telle que n s j, et la sommation a
 Žk . 4 Žk .  Žk . 4lieu sur la famille S s b , k G 1 des multi-entiers b s b , r G 1n r
Žk . Ž .qui satisfont pour tout r G 1, Ý b s m n .k G1 r r
La Conjecture 4 est alors equivalente a la conjecture suivante.Â Á
CONJECTURE 5. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, j G 1 etÂ Â0
< <pour toute partition n telle que n s j, on a
nŽ .nyl m Ž .min n , j ¦ ;y1Ž . X y j k0nc X s .Ž .Ý Ým , j 0 ž /z zn y km n< < ks1m sn
Bien que cette conjecture puisse paraõtre tres compliquee, il est facile deÃ Á Â
l'expliciter lorsque la partition n prend une forme simple.
6. PREMIER CAS PARTICULIER
Ž .Le cas le plus elementaire, et le plus spectaculaire, est celui ou n s j .Â Â Á
On a alors facilement
jn¦ ; ž /kk s ,
z jn
kŽ . j
n m Ž m . m Ž m .y1r kc X s m m X X .Ž . Ž .Ý Łm , j 0 k 0 0ž / j!r/kkG1
La Conjecture 5 prend alors la forme suivante.
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CONJECTURE 6. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, s G 1 on aÂ Â
Ž .lŽ m .y1 l m Ž .min n , sXŽ . X y s sny l my1 m s s y 1 ! .Ž . Ž . Ž .Ý Ý Ýi s ž / ž /n y k kž /zm< < is1 ks1m sn
Nous avons verifie cette conjecture pour n F 6 et s arbitraire. On peutÂ Â
r Ž . Ž .developper m sur les fonctions m 1 F s F r et en deduire facilementÂ Âi i s
la conjecture suivante.
CONJECTURE 7. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, r G 1 on aÂ Â
Ž .lŽ m .y1 l mXŽ .nyl m ry1 mŽ .Ý Ý iž /zm< < is1m sn
ry1n y r !Ž . X y rs X y ni y c n , X ,Ž . Ž .Ł rž /n y r ž /n y 1 !Ž . is1
Ž .ou c n, X est un polynome en n et X, a coefficients entiers relatifs. EnÁ Ã Ár
Ž .particulier c n, X est egal aÂ Ár
0, pour r s 1, 2, 3,
n y 1 X X y n , pour r s 4,Ž . Ž .
5 n y 1 X X y n X y 2n , pour r s 5,Ž . Ž . Ž .
2 2ny1 X Xyn 16 X q11 Xy79nXq86n y4ny4 , pour r s 6.Ž . Ž . Ž .
Ž .Nous n'avons pu obtenir une expression de c n, X pour r arbitraire.r
On peut facilement demontrer la Conjecture 7 pour les basses valeurs deÂ
n. On a par exemple
ry1 ry1
ry1c 2, X s X y 2 i y X y 2 X y i r G 2 ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ł Łr
is1 is2
ry1 ry1
2 r ry1c 3, X s X y 3i y X y 2 q 1 X q 2.3 X y iŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .Ł Łr
is1 is3
r G 3 .Ž .
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7. AUTRES CAS PARTICULIERS
Un autre cas particulier ou la Conjecture 5 est facile a expliciter estÁ Á
celui ou n s 1 j?. On a alorsÁ
n¦ ; dk jks ,
z j!n
m m ! 1Ž . Žk . Žk .kn m Ž m .yb bk 1 1c X s X k ,Ž . Ý Łm , j 0 0 Žk .Žk . b !m m y b !Ž .Ž .kG1 1k 1
 Žk . 4ou la sommation a lieu sur tous les multi-entiers b , k G 1 tels queÁ 1
Ý b Žk . s j. On en deduit facilement laÂk G1 1
CONJECTURE 8. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, r G 1 on aÂ Â
X lŽ m .yr m mŽ .kŽ .nyl mX y r m Ž r .ks r ! y1 k .Ž .Ý Ý Łž /n y r ž /m rz Ž .kG1 0km r< <m sn
Ž .l r sr
Le developpement du membre de droite est bien sur un polynome en X.Â Ã Ã
lŽ m .yr Ž .En effet le coefficient de X est necessairement nul lorsque l m - r.Â
Nous avons verifie cette conjecture pour n F 6 et r arbitraire.Â Â
Ces deux situations elementaires sont elles-memes un cas particulier deÂ Â Ã
Ž t.la situation ou n est une equerre s, 1 avec s q t s j. On a alorsÁ Â
n s¦ ; ž /k k y ts k G t q 1 .Ž .
z t!sn
Le membre de gauche est nul si k - t q 1. D'autre part on a
m m !Ž . Žk . Žk .kn m Ž m .yb ybk 1 sc X s XŽ . Ý Łm , j 0 0Žk . Žk .m m y b y b !Ž .Ž .kG1 k 1 s
b Žk .s1 1 kŽ . sŽk .b1= k .Žk . Žk . ž /s!b ! b !1 s
m m ! 1 hŽ . Ž . sŽh. Žh.h m Ž m .yb y1 bh 1 1s X hÝ 0 Žh.Žh. s!b !m m y b y 1 !Ž .Ž . 1h 1
m m ! 1Ž . Žk . Žk .k m Ž m .yb bk 1 1= X k ,Ł 0 Žk .Žk . b !m m y b !Ž .Ž .k/h 1k 1
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 Žk .ou la sommation a lieu sur les entiers h G 1 et les multi-entiers b ,Á 1
4 Žk .k G 1 tels que Ý b s t. On en deduit laÂk G1 1
CONJECTURE 9. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, s, t G 1 onÂ Â
a
Ž .min n , sqts y 1 !Ž . X y s y t sÝ ž / ž /n y k k y tt! kstq1
X lŽ m .y ty1 m mŽ .kŽ .nyl m m Ž r .ks y1 kŽ .Ý Ý Ł ž /ž /m rz Ž .kG1 km r< <m sn
Ž .l r stq1
hŽ . s
= m r .Ž .Ý hž /h 0hG1
Le developpement du membre de droite est bien sur un polynome en X.Â Ã Ã
lŽ m .y ty1 Ž .En effet le coefficient de X est nul lorsque l m - t q 1. Nous
avons verifie cette conjecture pour n F 6, avec s et t arbitraires. OnÂ Â
retrouve les Conjectures 6 et 8 pour respectivement t s 0 et s s 1.
8. UNIFICATION DE LA CONJECTURE 6 ET DU
Â ÁTHEOREME 1
La Conjecture 6 est une interessante generalisation du cas particulierÂ Â Â
w xs s 1, qui est bien connu 5, Exemple 1.2.1 et s'ecritÂ
X lŽ m .Ž .nyl m Xy1 s .Ž .Ý ž /nzm< <m sn
Mais le Theoreme 1X a egalement generalise la meme relation comme suitÂ Á Â Â Â Â Ã
m¦ ;rŽ . n y 1ry l m XlŽ m .y1 X s .Ž .Ý ž /ž / rr y 1zm< <m sn
Ces deux generalisations paraissent a priori tres differentes, mais nousÂ Â Á Â
sommes parvenus a les unifier dans l'elegante conjecture suivante.Á Â Â
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CONJECTURE 10. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, r, s G 1Â Â
on a
m Ž .l m¦ ;rŽ .ryl m lŽ m .y1y1 X mŽ . Ž .Ý Ý i sž /zm< < is1m sn
Ž .min r , s
X y s ss q n y 1s s y 1 ! .Ž . Ýž / ž / ž /n y r r y k k
ks1
La sommation du membre de gauche est bien sur limitee aux partitionsÃ Â
Ž .m telles que l m F r. Nous avons verifie cette conjecture pour n F 6 avecÂ Â
r et s arbitraires.
Pour s s 1 la conjecture est verifiee car on retrouve le Theoreme 19:Â Â Â Á
m¦ ; XrŽ . X y 1 n y 1ry l m n XlŽ m .y1 X s s .Ž .Ý ž / ž /ž / ž /r rr y 1 r y 1z nm< <m sn
Pour r ) n l'identite est triviale. Pour r s n on retrouve la Conjecture 6.Â
La Conjecture 10 est verifiee pour r s 1 et r s 2. Pour r s 1 elle s'ecritÂ Â Â
s q n y 1n s s! .Ž . s ž /s
Pour r s 2 et s G 2, le lecteur verifiera facilement que la conjectureÂ
s'ecritÂ
ny1n y 1 s q n y 1 sy n q X k s s y 1 ! X y s s q .Ž . Ž . Ž . Ž .Ýs s ž / ž /ž /n y 2 22 ks1
Ce qui equivaut a la relation suivante:Â Á
n
s q nk s s! .Ž .Ý s ž /n y 1
ks1
Celle-ci est elle-meme une consequence de la relation classiqueÃ Â
sqny1
s q n ks .Ý ž /ž / ss q 1
kss
La Conjecture 10 possede la formulation equivalente suivante obtenueÁ Â
en changeant X en yX.
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CONJECTURE 10X. Soit X une indeterminee. Pour tous entiers n, r, s G 1Â Â
on a
m Ž .l m¦ ;r lŽ m .y1X mŽ .Ý Ý i sž /zm< < is1m sn
Ž .min r , s
ky1 X q r q s y k y 1 ss q n y 1s s y 1 ! y1 .Ž . Ž .Ýž / ž / ž /n y r r y k k
ks1
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